Sur les aigebres de Lie quasi-filiformes completables 

Lucia Garcia Vergnolle * 



Abstract 

Le but de ce travail est de determiner les algebres quasi-filiformes completables. Nous prouvons 
de plus que, pour tout entier positif m, il existe une algebre de Lie complete dont la dimension du 
deuxieme groupe de cohomologie est superieure ou egale a m. 
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1 Introduction 

La completude d'une algebre de Lie, etant une propriete deduite de la structure des derivations, con- 
stituc un invariant d'interet pour l'etude du comportement d'une classe d'isomorphisme par rapport aux 
deformations et contractions. Bien que la notion d'algebre de Lie complete eut ete introduite en 1951 
dans le contexte de la theorie d'algebres sous-invariantes de Schenckman [12], Jacobson fut le premier 
a donner une definition formelle dans les annees 60, en utilisant des outils cohomologiqucs. 
Par la suite, de nombreux auteurs se sont interesses a l'etude des algebres de Lie completes. Favre a 
etudie les algebres de Lie completes par rapport a leur nilradical [4] , tandis que Carles a analyse la suite 
croissante des algebres de Lie de derivations [2J. Plus recemment, Zhu et Meng ont etudie la completude 
des algebres de Lie resolubles de rang maximal [9] et non-maximal [10] . 

Definition 1 Une algebre de Lie g est dite complete si 

1. le centre de g est nul, Z{g) = {0} 

2. toutes ses derivations sont interieures, c'est-a-dire, Der(g) = ad(g). 

Soit g une algebre de Lie et H n (g, g) son n-ieme groupe de cohomologie. Rappelons que H°(g, q) = Z(g). 
De plus, l'ensemble des cocycles Z 1 {q,q) correspond a l'ensemble des derivations de q et 1 'ensemble des 
cobords correspond a l'ensemble des derivations interieures. On en deduit que Palgebre de Lie 

est complete si et seulement si H°(q,q) — i/ 1 (g,g) = {0} . 

L'etude du deuxieme groupe de cohomologie est liee a celle des deformations. Si l'algebre de Lie g est 
donnee par les crochets [,], une deformation formelle de q est defime par la scric formelle: 

<k{X,Y) = [X,Y] t =F {X,Y)+F 1 {X,Y)t + ..., VX,F eg 

avec F {X, Y) = [X, Y], VX, Y e g. 

En imposant la condition de Jacobi sur [, ] t , on deduit que F\ S Z 2 (g,g). Ainsi, a chaque deformation 

*Dpto. Geometn'a y Topologi'a, Facultad do Ciencias Matematicas U.C.M. Plaza de Ciencias 3, 28040 Madrid, Espagne 
lucigarcia@mat.ucm.es 



on peut faire correspondrc un 2-cocycle. Les deformations infinitcsimales sont cellos qui verifient la 
condition de Jacobi jusqu'au premier ordre et s'identifient aux elements de Z 2 (g,g). 



Par ailleurs, on dit que deux deformations 4>t et 4>' t de g sont equivalentes s'il existe une serie formelle 
g(t) = X)^Lo G P t p avec G p G GL(n,C) telle que 



Si deux deformations sont equivalentes alors les 2-cocycles correspondants sont egaux modulo B 2 (g, g), 
la reciproque etant vraie aussi pour les deformations lineaires [TT]. 

Soit n une algebre de Lie nilpotente de dimension finie sur C et Der(n) son algebre de derivations. Un 
tore t sur n est une sous-algebre commutative de Der(n) formee par des endomorphismes semi-simples. 
II est clair que n se decompose de la facon suivante 



ou t* represente l'espace dual de t et n„ = {X G n | [/, X] = a(f)X, V/ G t}. Lorsque t est un tore 
maximal par rapport a l'inclusion, l'ensemble A = {a G t* \ n a > 0} est un systeme de poids de n [3]. 
Si t et t' sont deux tores maximaux, ils sont conjugues par automorphismes, e'est-a-dire, il existe un 
automorphisme 8 G Aut(n) tel que QtO^ 1 = t'. Lc rang d'un tore maximal est done un invariant de n 
que Ton appelle le rang de n. Par ailleurs, le type de n, note par ty(n), est la dimension du quotient 
C) = n/[n, n]. On montre que le rang de n est toujours majore par son type [3]. L'algebre de Lie 
n est de rang maximal si le rang et le type sont egaux. 
Soit t un tore maximal , on definie g = t®n commc: 



L' algebre de Lie g est alors resoluble et t est une sous-algebre de Cartan de g. On dira que le rang de 
g est celui de n et que g est de rang maximal si n Test aussi. 

Theoreme 1 JSjj/ Si g est une algebre de Lie resoluble complete, elle se decompose de la fagon f)©n, n 
etant le nilradical et f) une sous-algebre isomorphe a un tore maximal de n. De plus, f) est une sous-algebre 
de Cartan de g. 

Definition 2 Une algebre de Lie nilpotente n est completable lorsque la somme semi-directe i)On, f) 
etant un tore maximal de n, est complete. 

Les algebres nilpotentes les plus etudiees sont les filiformes. 

2 Algebres de Lie quasi-filiformes completables 

Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension n et nilindice m. Elle est naturellemcnt filtree par la 
suite ccntrale descendante: 



MX, Y) = (gitWMt^X, g(t)- l Y), VX, Yeg. 




[fi + x\,f 2 + x 2 ] = fi{x 2 ) - h{x\) + [x 1 ,x 2 ] V/i, f 2 G t, Vxi,x 2 G n 



0i = 2 02 = [0,0] 2 03 = [02,0] 2 ■•■ 2 9k+i = [Sk,s] 2 ■■■ 2 0m+i 



{0} 
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On peut alors associer une algebre de Lie graduee, notee par gr(o), et definie par: 



77 i. 



grfl 



E 



8t+i 



5> 



dont le crochet est donne par: 




[x,r]+ 0l+J+1 , vie fl!I vf g Qj. 

dim -2*— = dim Wi, cette suite est la meme pour gr(g) que 



pour g, et en particulier, pi = ty(gr(g)) = ty(g). 

Definition 3 Une algebre g est graduee naturellement quand elle est isomorphe a grg. 

Les algebres filiformes sont celles dont le nilindice est maximal. II est clair que l'algebre graduee d'une 
algebre filiforme est aussi filiforme. La classification des algebres de Lie filiformes graduees naturellement 
est due a Vergne [8]. Dans 7 , on etudie une classe plus large d'algebres filiformes graduees, la 
graduation etant dermic par les racines d'un tore externe non nul de dimension quelconque. A partir de 
cette classification et en utilisant les resultats des articles [5] et [TU], on prouve dans pQ le theoreme 
suivant. 

Theoreme 2 Toute algebre de Lie filiforme de rang non nul est completable. 

On peut alors tenter de generaliser ce resultat aux algebres dont le nilindice m est egal appelees 
quasi- filiformes. Pour cela, faisons reference a la classification des algebres quasi-filiformes naturellement 
graduees. 

Theoreme 3 [6] Soit g une algebre de Lie quasi- filiforme graduee naturellement de dimension n. II 
existe alors une base {Xq, X±, X%, . . . , X„_i} de g dans laquelle g est une des algebres decrites ci-dessous. 

1. Pour {pi = 3,p 2 = 1,P3 = 1, • • ■ ,Pn-2 = 1} 



(a) L n -x © C (n > 4) 



[X ,X i ]=X i+ i, l<i<n-3. 



(b) Qn-i ffi C (n > 7, n impair) 




n-2, 



1 < i < n -4, 
1 < { < n=l. 



2. Pour {pi 
(a) £ n ,t; 




1} ou r e {2,...,n- 2} 



i = 1, . . . , n — 3 



%= 1 ^ 

t x, . . . , 2 



(b) Q 



n > 7, n impair, r impair, 3 < r < n — 4 




i = 1, . . . , n — 4 



i = I — 

■ _ i n-3 
I ±, . . . , 2 
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(c) T ni n_ 4 ; n > 7, n impair 



[Xq, Xi] — Xi + \, 
[Xq, X„_ 3 ] = X n -2, 
[Xq, X n -i] = X n _ 3 , 

[Xi, X n -4-i] = (— l) 1 1 X n -x, i = l,..., 

[Xi, X n -3-i] = ( — l) 4 1 - — 2 ^n-3i i=l,...,^2~ 

n—Z—i v „ A 9 re— 3 

> 2 



[Xi, X„_ 2 -*] = (-l) l (i - l)«^pX„_ 2 , i = 2 
frfj T n . n _ 3 ; n > 6, n pair 

[X ,X ( ] = X. i+1 , i = l,. 

[Xo,X„_i] = X„_2, 

[x^ x„_3_i] = (— iy x n -i, i = i,. 

[X{, X„_2-i] = ( — l) 1 l T ' 2 2i X n -2, i = 1, 



r/; « 



9.5 



n— 4 

2 , 
n— 4 

2 



[X ,X 4 ] = X 2+1 , £ = 1,2,3,4,5,6, [X ,X 8 ]=X 6 , 

[XijXJ = Xg, [Xi,X5] = 2Xg, [Xi,Xg] = 3X7, 

[X 2 ,X 3 ] = — X 8 , [X 2 ,X4] = — X 6 , [X 2 ,X 5 ] = — x 7 , 
[X 2 ,Xg] = —3X7. 



[Xo,Xj] = X i+ i, 


i = l,2, 


3,4,5,6, 


[X , Xg] 


= x 6 


[X\, X4] = Xg, 




= 2X 6 , 


[X l7 X 6 ] 


= x 7 


[X 2 ,X 3 ] = — x 8 , 


[x 2 ,x 4 ] 


= — x 6 , 


[^2,X 5 ] 


= x 7 


[x 2 ,x 8 ] = — x 7 , 


[x 3 ,x 4 ] 


= -2X7. 







[Xq, Xi] = X l+ i, i = l,2,3,4,5,6, [X ,Xg]=X 6 , 
[Xi,X 4 ]=X 8 , [Xi,X 5 ] = 2X 6 , [X 2 ,X 3 ] = — Xg, 
[X 2 ,X 4 ] = — X 6 , [X 2 , X 5 ] = 2X7, [X 3 , X4] = — 3X7. 



[X ,Xi] = X l+ i, i = 1,2,3,4, [X ,X 6 ]=X 4 , 
[Xi,X 2 ] = X & , [Xi,X 3 ] = X4, [Xi,X 4 ] = X 5 , 
[X 2 ,X 6 ] = — X 5 . 



En utilisant ce resultat, on peut determiner les algebres quasi- filiformes ayant un tore non nul [5]. 

Theoreme 4 Soit Q une algebre de Lie quasi- filiforme de dimension n admettant une derivation diago- 
nale f non nulle. II existe alors une base de q, {Yq, Y\, . . . , Y n —\), formee de vecteurs propres de f dont 
les crochets verifient I'un des cas suivants: 

1. Si grg ~ © C (n > 4) alors ty(g) = 3 et 
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(a) g = L„_i 0C 

[Y ,Yi] =Y i+1 , l<i<n-3, 
f ~ diag(X Q , Ai, A + Ai, 2A + Ai, . . . , (n - 3)A + Ai, A n _i), 
rang(g) = 3. 

ft) g = Ati(«iv,«t-i)eC, *=[ 2 r E ], 2<fc<n-4 

[r ,^]=^+i, l<z<n-3, 
[Yj,F i+ i] = ajl^i+fc, 1 < i < * — 1, 
E 3 ^)^] = «i,j^+j+fe-i, 1 < * < J, i + j<n-fe-l, 

/ - diag(X , kX , (k + 1)A , (fc + 2)A , . . . , (fc + n - 3)A , A„_i), 

rang(g) = 2. 

(cj g = L„_i © ; C (2 < I < n - 3) 

[y ,Y] =li+i, l<z<n-3, 
[Ki,y„_i] =K i+i , 1 < i < - Z - 2, 

/ ~ diag(X , Ai, A + Ai, 2A + Ai, . . . , (n - 3)A + Ai,ZA ), 
rang(g) = 2. 

(dj = ^_ 1 (ai,...,a t _i)©,C t=[ Ii 2 ± ] 2<fc<n-4 2<Z<n-3 

[Y ,Yi\ = Y i+1 , l<i<n-3, 

[Y i ,Y n _ 1 ]=Y i+u \<i<n-l-2, 

[Yi, Y l+ i] = aiY 2 i + k, 1 < i < t - 1, 

[3^,ij] = aiji^+j+fe-i, 1 < i < j, i + j<n-fc-l, 

/ - diag(X ,k\ , (k + 1)A , (fc + 2)A , . . . , (fc + n - 3)A , ZA ), 
rang(g) = 1. 

2. Si gr0 ~ O n -i ffi C (n > 7, n impair) afors = 3 et 



(a) Q = Q n -l 



[Y ,Yi\=Y i+1 , l<i<n-4, 
[Y h y„_i_i] = (-l)*- 1 *^, 1 < z < 2=2, 



/ - diag(X , Ai, A + Ai,2A + Ai, . . . , (n - 4)A + Ai, (n - 4)A + 2Ai, A n _i), 

rang(g) = 3. 

^ 9 = B*_ 1 (o 1 at-OeC t =[B=$=±] 2<k<n-5 

[Y ,Y i ] = Y i+u l<z<n-4, 

[Yi,Y n -i- 2 ] = {-ly^Y^, 1 < i < n=S , 

[Yi,Y i+ i] = aiY 2i+ k-i, 1 < « < * — 1, 

fli.ij] = a-i,j Y i+i+k-i, l<i<J, i+j<n-k-2, 

/ - diag(X , kX , (k + 1)A , (fc + 2)A , . . . , (n - 4 + fc)A , (n - 4 + 2fc)A , A„_i), 

rang(g) = 2. 
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(c) Q = Q n -i®i<£ 2 < I < n-4 

[y ,y] = y+i, l<i<n-4, 
[Y u Y n _i_ 2 ] = (-i)- 1 r„_ 2 , 1 < i < 2=1 

[r j ,r„_i] = y i+ ,, i<i<n-i-3, 

/ - diag(X , Ai, A + Ai,2A + Ai, . . . , (n - 4)A + Ai, (n - 4)A + 2Ai,ZA ), 

rang(g) = 2. 

(dj 8 = S*_ 1 (ai,...,a t _i)^fC i=[2=£=I] 2<fc<n-5, 2<;<n-4 
[y ,y]=y +1 , l<z<n-4, 

[y , y n _i_ 2 ] = (-l^y^, l < i < 2=2, 

[y,y +1 ] = a 4 y 2t+fc , 1 < * < *- 1, 

[Yi,Yj] = dijYi+j+k-i, l<i<j, i+j<n-k-2, 

[y,y„_i] =Y i+h l<i<n-l-3, 

f ~ diag(\ , fcA , (fc + 1)A , (k + 2)A , . . . , (n - 4 + fc)A , (n - 4 + 2fc)A , ZA ), 

rang (q) = 1. 

(ej g = g n _i8fC 2 < / < n-4 

[y ,y] = y+i, i<i<n-4, 

[y, r n _i_ 2 ] = (-l)*- 1 ^.,, 1 < i < 2_3 , 
[y ,y„_ 1 ] = y„_ 2 , 

[y,y„_i] = *•+,, i<i<n-i-3, 

f ~ diag(\ ,/3\ , {k + 1)A , (/? + 2)A , . . . , (n - 4 + /?)A , (n - 4 + 2/3) Ao, (n - 5 + 2/?)A ) 

rang(g) = 1. 

[y ,y] = y+i, i<*<n-4, 

[y, K n _i_ 2 ] = (-I) 1 " ^-2, 1 < J < 2^, 

[y ,y„_ 1 ] = y„_ 2 , 

/ - diag(\ , Xi, A + Ai,2A + Ai, . . . , (n - 4)A + Ai, (n - 4)A + 2Ai, (n - 5)A + 2Ai), 

rang(g) = 2. 

(g) fl = ^_ 1 (a 1 ,...,a t _ 1 )e c C *= [ 2 =|= i ] 2<fc<n-5 

[y ,y] = y+i, i<*<n-4, 
[y , y„_i-2] = (-1)^-2, 1 < i < 
[y,y+i] = aiY 2i+k , 1 < * < t- 1, 

[y,yj] = aijY i+ j +k -i, l<i<j, i+j<n-k-2, 

[Y Q ,Y n - 1 }=Y n - 2 , 

f ~ diag(X a , fcA , (fc + 1)A , (fc + 2)A , . . . , (n - 4 + fc)A , (n - 4 + 2fc)A , (n - 5 + 2fc)A ), 

rang(g) = 1. 
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3. Si gig ~ £„ ;t (n > 5, r impair, 3 < r < 2p^±] - 1) afors = 2 et 

[y ,y] = y+i, i = l, ...,n-3, 

[y,y M ] - (-l)*- 1 ^.!, » = i,...,E=i 

/ - d*05(A 0) Ai, A + Ai, 2A + Ai, . . . , (n - 3)A + Ai, (r - 2)A + 2Ai), 

rang(g) = 2. 

f&j fl = £* it (ai,...,a t _i), 2<fc<n-4, t=[^] 

[r ,yj] = y i+ i, i = i,...,n-3 

_/ (-l) 1-1 ^™-! + a^r-iYr+k-x sik <n-r -1, i = 1, . . . , ^ 



' } ' ''- ^ (-l)*-^,,-! sifc>n-r-l, i = l,..., 2 

[y,y + i] = a^j+fc, i=l,...,i-l 

[li, Yj-] = Oijli+^+fe-i, 1 < i < j < n - 1, r^i + j<n-fc-l, 

[y,y n _i] = y 2 fe+r+j-2, i = l,...,n-r-2k 

f ~ ^ag(A , fcA , (1 + fc)A , (2 + fc)A , . . . , (n - 3 + fc)A , (r - 2 + 2fc)A ), 

rang(g) = 1. 

[y ,y]=y+i, i = l,...,n-3 

[y,y M ] - t-irX-i, i = i,...,£fi 

[y,y„_i] = y 2 fe+r+i-i, i = 1, ...,n-r - 2fc-l 

1 3 5 2n — 5 

/ - ^ag(A , (fc + -)A , (k + -)A , (fc + -)A , . . . , (k + )A , (r - 1 + 2fc)A ) 

rang(g) = 1. 

Si grg ~ Q njt (n > 7, n impair, r impair, 3 < r < n — 4) aZors iy(jj) = 2 ei 

(a) g = n ,r 

[y ,y] = y +1 , i = i,...,n-4 

[^r^Ht-i) 1 -^^, i = i,...,E=i 

[y , y„- 2 -i] - (-i) j - 1 y„- 2 , » = 1, . . . , ^ 

/ - diag(X , Ai, A + Ai, 2A + Ai, . . . , (n - 4)A + Ai, (n - 4)A + 2Ai, (r - 2)A + 2Ai), 

rang(g) = 2. 

(b) fl = <£* it (ai,...,at_i), 2<fc<n-5, t=[^i] 

[y ,y] = y+i, i = i,...,n-4 



[y,y- 



(-1)* 1 y n _i + a iir _iy r+ fe_i sz/c<n-r-2, i=l,...,^ 
(-l)*- 1 ^-! sz/c>n-r-2, »=!,...,£=! 



n — 3 
2 



[y,y„- 2 -i] = t = i, 

[y,y+i] = aiy>i+fe, i = i, ...,t-i 

[y, y,] = a ii:; -y i+ j + fe_i, 1 < i < j < n - 1, r^i + j<n-fc-2 

[y , y„_i] = y>fc+r+ 4 -2, i = l,...,n-r-2fc-l 
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/ ~ diag{\ , kX , (1 + fc)A , (2 + fc)A , . . . , (n - 4 + fc)A , (n - 4 + 2fc)A , (r - 2 + 2ft) Ao), 

rang (q) = 1. 

[y ,ii]=li+i, i = l,...,n-4 

[y,y M ] = (-l)*- 1 ^.!, i = i,...,r=i 
[y, y„- 2 _i] = (-i)*- 1 ^^, » = 1, . . . , 

[y,y„_i] = y 2 fc+r+i-i) i = l,...,n-r-2ft-2 

1 3 5 2n — 7 

/ - rf«ag(A , (fc + -)A , (fc+-)A , (fc + -)A , . . . , (fc+^— )A , (n + 2fc-3)A , (r+2fc-l)A ), 

rang (q) = 1. 

5. Si grg ~ 1 nin _ 4 (n > 7, n impair) alors ty(g) = 2 et 
(aj = X n , n _ 4 

[F ,y]=y+i, i = l,...,n-5 

[^0, ^n-3] = 

[r ,y n _i] = y n _ 3 , 

K n _ 4 -i] = (-l)*" 1 ^-!, i = 1, . . . , ==$ 

[^.^n-a-i] = (-l) 4 - 1 2^y„_ 3 , i = 1, . . . , 2=5 

n— ^ 
' 2 



[y,y„- 2 -*] = (-i)'(i - i)2=|=iy„- 2 , » = 2, 



/ - d*as(A , Ai, A0+A1, 2A +Ai, • • • , (n-5)A +Ai, (n-5)A +2Ai, (n-4)A +2Ai, (n-6)A +2Ai), 

rang(Q) = 2. 

(6j fl = 0* it (ai,...,a t _i), 2<fc<n-6, i = [n=|=2] 

[y ,ii] = ii+i, i=l,...,n-5 

[y ,y l - 3 ] = y„-2, 
[yj) y«-i] = yi-3 ; 

[yi,y n _i] = y„_ 2 sifc = 2 

[y j y»— 4— »] = ( _ i) 4 yi-ij * = 1, . . . , n 2 

[y, y„-s-i] = (-ir 1 2=|^y„_3, » = 1, . . . , 2=5 

[Yi, y„_ 2 -i] = - i)2=f=*y n _ 2) » = 1, . . . , 2=3, 

[y,y + i] = a^yji+fe, i = i,...,t-i 

[y , Y,] = a ii: ,-y + j + fe_i, 1 < z < j < n - 2, i + j <n - k - 3 

f ~ diag(X Q ,kX , {l+k)X Q , (2+k)X , . . . , (n-5+fc)A , (n-5+2fc)A , (n-4+2fc)A , (n-6+2fc)A ), 

rang (q) = 1. 

6. Si grg ~ 1 n ,n-3 (n > 6, npair) alors ty(g) — 2 et 
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(a) g = X n , n - 



[Yo, Yi] — Y i+ i, 




i = 1, . . . ,n — 4 


[Y ,Y n _ 1 ] = Y n - 


2, 




[Yi,Y n _3_i] = (- 




• _ i n=± 

L ±, . . . , 2 


[Yi, Y n _2-i] = (- 


1 n — 2 — 2i\r 

J-J 2 r «-2i 


• i ri-4 
t ±, . . . , 2 


/ ~ diag(X , Ai, A + Ai,2A + Ai. 


...,(n-4)A + Ai. 


(n-4)A + 2Ai,(n 




rang(g) = 2. 




= £n, r ( a l; ■ ■ ■ ,"t-l), 2<k<n 


-5, t=[ 2 =|= i ] 




[Yo, Yi] = Y i+1 , 


i = l,... 


,n - 4 


[Y ,Y n _ 1 ] = Y n _ 2 , 






\Yi,Y n - 3 - i ] = {-l) i - 1 Y n - 


i, i = l,... 


n-4 
' 2 , 


[Y i ,Y n _ 2 . i } = (-iy-^ 


^y„_ 2 , i = i,... 


n— 4 
' 2 


[Yi,Yi + i] = aiY2i+k, 


i = i,... 


,t-l 


[Yi,Yj] — aijYi + j + k-i, 


1 < i < j < n — 2, i + j < n 



/ - diag(X , k\ , (1 + fc)A , (2 + fc)A , . . . , (n - 4 + fc)A 0) (n - 4 + 2fc)A , (n - 5 + 2fc)A ), 

rang(g) = 1. 

7. Si gr fl ~ 5 aZors g ~ 5 et ty(g) = 2 

[y ,y]=y+i, t=l,...,4, [Y ,Y 8 } = Y 6 , [Y 1 ,Y 4 ]=Y 8 , [Y 1 ,Y 5 ] = 2Y 6 , 
[Y 1 ,Y 6 ]=3Y 7 , [Y 2 ,Y 3 ] = -Y 8 , [Y 2 ,Y A ] = -Y e , [Y 2 , Y 8 ] = -3Y 7 , 

f ~ diag{\ , X u A + Ai, 2A + Ai, 3A + A 1; 4A + Ai, 4A + 2Ai,4A + 3Ai, 3A + 2Ai), 

rang(g) = 2. 

8. Si grg ~ 5 alors g ~ 5 e£ iy(fl) = 2 

[y ,^] = y i+1 , 2 = i,..., 6 [y ,y 8 ] = y 6 , 

[Ti, y 4 ] - Y 8 , [Y U Y 5 ] = 2Y e , \Yi,Y 6 ] = Y 7 , 
[Y 2 ,Y 3 ] = -Y 8 , [Y 2 ,Y 4 } = -Y 6 , [Y 2 ,Y 5 ]=Y 7 , 

[y 2 ,y 8 ] = -y 7 , [r 3 ,r 4 ] = -2r 7 , 

/ — diag(X , A , 2A , 3A , 4A , 5A , 6A , 7A , 5A ), 
rang(g) = 1. 

5. Si grg ~ £| i5 a/ors g ~ <E| i5 et iy(g) = 2 

[^0,^1 = ^+1, 2 = i,..., 4, [y ,y 6 ] = y 7 , [y ,y 8 ] = y 6 , [yi,y 4 ] = y 8 , 
[y 2 ,y 3 ] = -y 8 , [r 2 ,r 4 ] = -y 6 , [y 2 ,y 5 ] = 2r 7 , [y 3 ,y] = -3F 7 , 

/ - diag{X , X U X + X u 2A + Ai, 3A + A 1; 4A + Ai, 4A + 2Ai, 5A + 2Ai, 3A + 2Ai). 

rang(g) = 2. 
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10. Si grg ~ £ 7 , 3 alors q ~ <E 7i3 et iy(g) = 2 

[y ,li] = y i+1 , i = l,...,4 [F ,ie]=n, 

[yi,y 2 ] = r 6 , [i r 1 ,y 3 ] = y 4 , [yi,n] = y 5 , 
[y 2 ,y 6 ] = -n, 

/ <~ diag(X , A , 2A , 3A , 4A , 5A , 3A ), 
rang(g) = 1. 

Les parametres (a\, . . . , a t -i) verifient les relations polynomiales decoulant des identites de Jacobi et les 
constantes dij verifient le systeme: 

ffli.i = 0, 

= O-i, 

a i,j = a i+l,j + 0>i,j+l- 

Corollaire 1 Soit g une algebre de Lie quasi- filiforme de rang non nul. L 'algebre g est de rang maximal 
si et seulement si elle est isomorphe a une des algebres suivantes: g = L„_i©C 7 g = Q„_i©C, £ n)r , 

£3n,t; 2^1, n— 47 -^n.n— 3; ^9,5 ou bien (£9,5- 

Les deux theoremes ci-dessous nous donnent des conditions sufBsantes pour la completude d'une 
algebre de Lie. 

Theoreme 5 Soit n une algebre de Lie nilpotente de rang maximal et fj un tore maximal de n. Alors 
I 'algebre g = \) © n est complete. 

Theoreme 6 Soient g une algebre de Lie et \) une sous-algebre de Cartan qui verifient les conditions 
suivantes: 

1. I) est abelienne. 

2. g se decompose de la fagon f) © J2 aeA Q a avec Acl)*- {0}. 

3. II existe un systeme de generateurs {a\, .., ai} C A de \)* tel que dimg,^ = 1 pour 1 < j < I. 

4- Soit {ai, .., a r } une base de \)* . Pour r + 1 < s < I, on a: 

t r 
a s = ^ k is ct n - ^ ki s c* n 

i=l i=l+t 

oil k is G N U {0}, (ji, ..,j r ) est une permutation de (1, ..,r),et il existe une formule 

[Xj 1 , . . , Xj 1 , . .Xj t , . . , Xj t , . . . , Xk m ] 

S v ' S v ' 

kis k ts 

v ' S v ' 

fct+is k rs 

I'ordre de calcul des crochets n : ayant pas d'importance, ^ Xj G g aj et m ^ si t = r. 
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Alors g est une algebre de Lie complete. 

Ces theoremes sont demontres dans les articles [5] et [10] . 

Theoreme 7 Toute algebre de Lie quasi- filiforme de rang non nul est completable. 

Demonstration. Soit n une algebre de Lie quasi-filiforme de rang non nul, elle est done isomorphe a une 
des algebres du theoreme 0J On considere la somme semi-directe g = t) © n ou f) est un tore maximal 
associe a n. 

Quand n est isomorphe a (£g g ou bien a £ 7l3 , par le calcul des deux premiers groupes de cohomologie, 
on verifie que g est complete et done n est completable. 

Si n est isomorphe a L„_i © C, Q n -i © C, £ n ,t, H n ,t, 2 n , n _ 4 , T nin _ 3 , <£g 5 ou bien a 2;| l5 , n est de rang 
maximal et d'apres le theoreme [SJ g est complete. 

Si n ~ A^_ 1 (ai, . . . , a t _i)©C, g se decompose alors en somme directe g = gi®&2 ou gi — A^_ 1 (ai, . . . , a t _ 
, t etant un tore maximal de A^ l _ 1 (ai, . . . , at-i) et g2 l'algebre non-abelienne de dimension 2. Dans [1], 
on demontre que gi est complete et comme H°(g 2 , g2) = -ff 1 (fl2,02) = 0, il en resulte que g est complete. 
De fagon analogue, on prouve la completude de g lorsque n est isomorphe a B^ l _ l (a\ 1 . . . , at-i) ® C. 
Si n ~ S)„ , A = {a = 2X , (ay = (2k + 2j — l)Ao)i<j< n -2, ot n -x = 2(r — 1 + 2A:)Ao} est un systeme de 
poids de n. Les deux premieres conditions du theoremeOse verifient et d'apres le lemme 2.3 de |10j 

Der(g) = D + ad(g) 

ou Do = {<j> G Der(g)/<j)(h) = OV/i £ f)}. Pour prouver que g est complete, il suffit de voir que 
Do C ad(g). Soit D 6 Do, pour tout Xj, G g ai (0 < i < n — 1) et /i G f), on a: 

[ft, D(Xi)) = [h, D(Xi)} + [D(h),Xi] = D([h, X,]) = ai(h)D(Xi). 

Comme dimg Qi = 1, D(Yi) = diYi pour < i < n — 1. A partir des crochets 

[^o,^] = i = l,...,n-3 

on obtient les relations 

<U =do + (i- l)di Mi e {1, . . . , n - 2}, d„_i = (2k + r - l)d , 2d x = (2k + l)d . 
On en deduit que D est une derivation interieure de g. De meme, on demontre que g est complete lorsque 

Supposons maintenant que n ~ i„_i ©;C, A = {Ao, Ai, (j'Ao + Ai)o<j<n-3, ^Ao} est un systeme de poids 
de n. Les trois premieres conditions du theoreme[6]se verifient clairement, quant a la quatrieme, il suffit 
de remarquer que: 

j 

[Y ,[Y l..[Y o y i }...]] = Y j+1 l<j<n-3 
I 

[V , [Yol . . [y ,Vi] ...]]= Y l+l = [-y n _x, Yi] \<i<n-l 
Ainsi, le theoreme [5] nous donne la completude de g. 

Pour les cas restants, on demontre de la meme fagon que g est complete et on en conclut que n est 
completable. 
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3 Sur le deuxieme groupe de cohomologie des algebres de Lie 
ayant un nilradical quasi-filiforme 

Nous avons vu que pour toute algebre de Lie quasi-filiforme n, l'algebre g = t)(Bn, f) etant un tore 
maximal associe a n, est complete et done H°(g, g) — i? 1 (g, g) — {0}. Nous nous demandons ce qu'il en 
est du deuxieme groupe de coholomogie. 

Comme dans PQ, nous considerons la famille d'algebres n = A^ l _ 1 (ai, . . . ,a t -i) © C avec t — et 
2 < k < n — 4 definie par 

[Y ,Yi\ =Y i+1 , l<i<n-3, 
[Yi,Y i+l ] = aiY 2i+k , \<\<t-l, 
[Yi,Yj] = aijY i+ j +k -i, 1 < i < j, i + j<n-k-l 

oil 

a-i.i = 0, <Xi,i+i = a>i, Ojj = di+i.j + ajj'+i- (1) 

Si Ai est non-nul, on peut prendre Ai = 1 et les parametres A2, . . . , Xt-i distinguent les classes d'isomorphisme 
de la famille. Pour chaque I G {2, . . . ,t — 1}, l'algebre A^ l _ 1 (l, 0, . . . , ai, . . . , 0) est une deformation 
lineaire de A„_ 1 (l, 0, . . . , 0) qui correspond au 2-cocycle suivant: 

Fi(Xi,Xj) = jijXi+j+k-i 

Les coefficients 7- ■ sont donnes par les relations a^j = J^lZi 7i,j a l 1 u i decoulent des equations ((T|). 
Toutes ces deformations etant non-equivalentes, on trouve t — 2 elements de Z 2 (g 1 g) non-equivalents 
modulo B 2 (g, g) oil g — t)0 0, . . . , 0) C). On en conclut que dimH 2 (g,g) >t-2. 

Proposition 1 Pour tout m £ N + , il existe une algebre de Lie g complete dont le nilradical est quasi- 
filiforme et telle que dimH 2 (g,g) > m. 
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